ALLGEMEINE LOSUNG DES 12-KUGEL-PROBLEMS

DOMINIK BRODOWSKI
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1. EINLEITUNG

Folgende Ratselfrage ist in weiten Kreisen bekannt: ‘Man hat 12 Ku-
geln. Von diesen ist eine entweder leichter oder schwerer, man weif3
aber nicht, welche. Wie muss man vorgehen, um in 3 Wéagungen mit
einer Balkenwaage herauszufinden, welche der Kugel das andere Ge-
wicht hat, und ob sie leichter oder schwerer ist?’. (Losungsprinzip siehe
http://www.brodo.de/german/pub/kugel /index.html)

Ich mochte hier nun der Frage nachgehen, aus maximal wie vielen
Kugeln n, von denen eine ein anderes Gewicht aufweist, man mit w
Wégungen (w € N\ 1) die gesuchte Kugel und die Art ihrer Abwei-
chung eindeutig bestimmen kann.

3¥-3

2. BEWEIS 1 : n < =5

2.1. Behauptung. Zunéchst beweise ich, dass es hochstens moglich
ist, in w W&gungen aus % Kugeln die Losung eindeutig zu bestim-
men.
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3 -3

n <
- 2

2.2. Teil 1.

(1) Es gibt insgesamt 2n verschiedene mégliche Losungen, da jede
Kugel diejenige mit dem unterschiedlichen Gewicht sein kann,
und jeweils die Félle ‘leichter’ und ‘schwerer’ auftreten konnen.

(2) Durch jede Wagung konnen hochstens 3 verschiedene Félle un-
terschieden werden, ndmlich linke Waagschale schwerer, rechte
Waagschale schwerer, und beide Seiten gleich schwer. Daher er-
geben sich maximal 3% unterschiedliche Aste

Nun muss jede Losung einem Ast zuzuordnen sein. Daher ist 2n <
3*. Da 3% aber kein Vielfaches von 2 ist, gilt:

2n < 3¥ -1

2.3. Teil 2. Bei der ersten Wégung, vor der noch keine Losung aus-
geschlossen werden kann, miissen auf jeder Seite gleich viele Kugeln k
gewogen werden.

Schléagt die Balkenwaage zu einer Seite hin aus, dann kénnen k& Ku-
geln leichter oder k£ Kugeln schwerer sein, es sind also bei der weiteren
Untersuchung nur noch 2k Fille zu unterscheiden. Aus 2.2 (2) folgt
dann, dass 2k < 3¥~! — 1 sein muss.

Bleibt die Balkenwaage im Gleichgewicht, so miissen dann aus den
restlichen Kugeln (n — 2k) die richtige Losung in (w — 1) Wégungen
gefunden werden konnen. Hierfiir gilt, wie in Abschnitt 1 gezeigt wurde,
die Bedingung 2(n — 2k) < 3*~! — 1. Dies ist #iquivalent zu 2n — 3! +
1 < 4k.

Man kann nun eine Doppelungleichung 2n — 3v=! +1 < 4k < 2-
(3=t —1) aufstellen, und der mittlere Teil kann wegen der Transitivitit
weggelassen werden:

on—3v"1y1 < 2.3wt_2
3w _3
2
3w —

Somit wurde gezeigt, dass n < T?’ gelten muss.

n <

3. DEFINITIONEN UND HILFSBEWEIS

3.1. Definitionen. neutrale Kugel: Kugel, die nicht die gesuchte ist.
Daher besitzt sie das normale Gewicht. Symbol hierfiir : ne

(A)/(B): genau in einer der zwei Kugelgruppen (A) und (B) ist die
gesuchte Kugel enthalten.
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evtl. leichtere (schwerere) Kugelgruppe: unter diesen Kugeln kann die
gesuchte sein, und wenn sie in dieser Gruppe ist, dann ist sie leichter
(schwerer). Als Symbol hierfiir werden 1 fiir evtl. leichtere Kugelgruppe
und | fiir evtl. schwerere Kugelgruppe verwendet.

3.2. Hilfsbeweis.

3.2.1. Behauptung. Wenn man 2 neutrale Kugeln und zusétzlich

(1) 2 evtl. schwerere Kugeln (*a) und 2= evtl. leichtere Ku-

geln (*b) hat, oder
(2) 35 evtl. leichtere Kugeln (*a) und 25 evtl. schwerere Ku-
geln (*b) hat,
so kann man innerhalb von m Wagungen die Losung eindeutig bestim-
men.

3.2.2. Beweis durch vollstindige Induktion.

1.Schritt. m = 1 (Beweis fiir (1)). Man hat 35t = 3 = 2 evtl.
schwerere Kugeln (*a), und 251 = 321 =1 evtl. leichtere Kugel (*b).
Man wiegt nun die 2 evtl. schwereren Kugeln gegeneinander.

Schlagt die Balkenwaage in eine Richtung aus, ist die schwerere Kugel
die Losung, und sie ist schwerer als das Normgewicht.

Bleibt die Balkenwaage im Gleichgewicht, so ist die evtl. leichtere
Kugel (die nicht gewogen wurde), die Gesuchte, und sie ist leichter als
das Normgewicht.

Jeweils war die Losung durch einen Wégevorgang eindeutig bestimm-

bar. Fiir (2) ist die Beweisfiihrung analog.

2. Schritt. Bei I gilt: Man hat 3! evtl. leichtere Kugeln (*a), und

2
?WTH evtl. schwerere Kugeln (*b). Man wiegt nun nach folgendem Sche-

ma
linke Seite % | (aus Gruppe *b) und %11“ 1 (aus Gruppe *a)
rechte Seite 2“——=L | (aus Gruppe *b) und 2= 1 (aus Gruppe *a) sowie

2 2
2 ne

(1) Linke Seite ist schwerer:

Die Losung muss aus den % | (links) oder aus den
% T (rechts) stammen. Die neutralen Kugeln stehen wei-
terhin zur Verfiigung. Aus der Induktionsvoraussetzung (Fall
(1)) folgt, dass dies dann losbar ist.

(2) Rechte Seite ist schwerer:

Die Losung muss aus den

37";1_1 | (rechts) oder aus den

% 7 (links) stammen. Die neutralen Kugeln stehen weiter-
hin zur Verfiigung. Aus der Induktionsvoraussetzung (Fall (2))
folgt, dass dies dann losbar ist.
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(3) Beide Seiten sind gleich schwer:
Man hat noch 2% — 3 Il 3™ Iol 3 14 oyt schwerere
Kugeln (*a), und 21— 34l 3™ o1 3™ 1ol oyt] Jeichtere

2 2 2
2 2 2
Kugeln (*b). Da man auch hier noch die zwei neutralen Kugeln

hat, ist auch dieser Fall nach der Induktionsvoraussetzung (1)
l6sbar.

Somit wurde bewiesen, dass -unter der Voraussetzung, dass die Be-
hauptung fiir m — 1 richtig ist- die Behauptung auch fiir m gilt. Der
Induktionsbeweis ist daher vollstiandig abgeschlossen. Analog verlduft
der Beweis fiir Fall (2).

4. BEWEIS 2: n = -3
4.1. Behauptung.
. 3¥ -3
2
4.2. Erste Wigung. Als erstes teile man die ?’UT’?’ Kugeln in 3 gleich

grofle Gruppen von je L;_l Kugeln ein. Zwei dieser Gruppen wiege

man dann gegeneinander.

4.3. Die beiden anfangs gewogenen Gruppen sind unterschied-
lich schwer. Man hat nun % Kugeln (diejenigen, die auf der
schwereren Seite lagen), unter denen eine schwerere sein kann (*a),
und L;_l Kugeln (diejenigen, die auf der leichteren Seite lagen), un-
ter denen eine leichtere Kugel sein kann (*b).

Andere Kugeln kénnen die Losung nicht mehr darstellen, daher hat
man auflerdem mindestens 1 neutrale Kugel (die man beliebig aus den
zuerst nicht gewogenen nehmen kann).

Es sind noch (w — 1) Wégungen erlaubt.

4.3.1. Behauptung. Es reichen w — 1 Wagungen aus, um aus L;_l
evtl. schwereren Kugeln, und ?’W%_l evtl. leichteren Kugeln die Losung

herauszufinden, wenn man 1 neutrale Kugel zur Verfiigung hat.
4.3.2. Beweis durch Induktion.

1. Schritt: Die Behauptung ist fiir w=2 richtig. Man hat % =
32;1 = 1 evtl. leichtere Kugel, und 3“’_21_1 = % = 1 evtl. schwerere
Kugel. Man wiegt nun die evtl. schwerere Kugel gegen die neutrale. Ist
die evtl. schwerere Kugel tatséichlich schwerer, so ist sie die Gesuchte,
und sie ist schwerer. Ist die Balkenwaage im Gleichgewicht, so ist die
evtl. leichtere Kugel die gesuchte, und sie ist leichter als das Normmaf3.
Somit ist hier innerhalb von (w — 1) = 1 Wégungen die Losung zu

finden. q.e.d.
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2. Schritt. Man Wiegt nun:
linke Seite 7“ | und ==X 1 gegen

rechte Seite 3*—=1 | und 3w_ L 1 sowie 1 ne.
(1) Lmke Seite ist schwerer.
Die Losung muss aus den 2 +1 | (links) oder aus den 3“—=1 1

(rechts) stammen. Aus den nlcht gewogenen Kugeln entnlmmt
man eine weitere neutrale Kugel. Aus den verbleibenden Kugel-
gruppen kann man -wie im Hilfsbeweis gezeigt wurde- innerhalb
von (w — 2) Wagungen die Losung bestimmen.

(2) Rechte Seite ist schwerer:

Die Losung muss aus den

3 722_1 | (rechts) oder aus den

L;_l 7 (links) stammen. Die neutrale Kugeln steht weiterhin
zur Verfiigung. Dies ist also nach der Induktionsvoraussetzung
16sbar.

(3) Beide Seiten sind gleich schwer

—1 w—2 w—2 _ w—2__
Man hat noch 3*—=1 3 2“ —3 5 13 5 L evtl. schwe-

w—1 w—2 w—2 w—2
rere Kugeln (*a), und ool &l L el

leichtere Kugeln (*b). AuBerdem kann man aus den bei dieser
Wiégung gewogenen Kugeln eine weitere neutrale nehmen, so
dass man dann zwei neutrale zur Verfiigung hat, um in (w — 2)
Wiégungen aus den verbleibenden Kugeln die Losung zu finden,
was nach dem Hilfsbeweis moglich ist.

Abschluf$ der Induktion. Somit wurde bewiesen, dass -unter der Vor-
aussetzung, dass die Behauptung fiir w — 1 richtig ist- die Behauptung
auch fiir w gilt. Der Induktionsbeweis ist daher vollstéindig abgeschlos-
sen. q.e.d.

4.4. Die beiden anfangs gewogenen Gruppen sind gleich schwer.
Man hat nun ?’WQJ Kugeln, von denen jede die leichtere bzw. die
schwerere sein kann.

Andere Kugeln konnen die Losung nicht mehr darstellen, daher hat
man auflerdem mindestens 1 neutrale Kugel (die man beliebig aus den
zuerst gewogenen nehmen kann).

Es sind noch (w — 1) Wégungen erlaubt.

4.4.1. Behauptung. Es reichen w — 1 W&gungen aus, um aus %
Kugeln, von denen jede die leichtere bzw. die schwerere sein kann, die
Losung herauszufinden.

4.4.2. Beweis durch Induktion.

1. Schritt: Die Behauptung ist fir w=_2 richtig. Firw =2 = (w—1) =

1 gilt: Man hat % = 32;1 = 1 Kugel, die entweder leichter oder
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schwerer ist wie das Norm-MaB. Diese wiegt man gegen die neutra-
le Kugel. Die Losung ist dann die betreffende Kugel, sowie ob diese
schwerer oder leichter ist wie die Neutrale.

2. Schritt: Fiir w gilt: Man hat 3*—=! Kugeln, von denen Jede die
lelchtere bzw die schwerere sein kann Man wiegt nun T Kugeln
gegen =1 und die neutrale Kugel.

(1) Glelchgevvlcht
Bleibt die Balkenwaage im Gleichgewicht, so hat man noch
SR R 22“ S S . 22 L Kugeln, von denen jede die
lelchtere bzw. die schwerere sein kann. Da (w—2) = (w—1)—1,
ist dies nach der Induktionsvoraussetzung lésbar.
(2) Ungleichgewicht
Ist eine Seite der Balkenwaage schwerer beladen als die an-
dere, so hat man
31”_2& Kugeln, von denen eine nur in eine Richtung (schwerer oder

leichter) vom Norm-Maf3 abweichen kann, und

% Kugeln, von denen eine nur in die genau entgegengesetzte
Richtung (leichter oder schwerer) abweichen kann.
Andere Kugeln kénnen die Losung nicht mehr bilden.

Fiir die weitere Untersuchung hat man noch (w —2) Wégun-
gen zur Verfiigung. Da w > 2 (w = 2 wurde im 1.Schritt abge-
handelt) und man zusétzlich zu der schon existierenden neutra-
len Kugel eine weitere aus dem nicht gewogenen Haufen nehmen
kann, ist dies, wie im Hilfsbeweis bewiesen wurde, l6sbar.

Abschluf der Induktion. Soeben wurde bewiesen, dass (w — 1) Wagun-
3w—l1

gen ausreichen, um aus Kugeln, von denen jede die leichtere
bzw. die schwerere sein kann, die Losung zu finden.

4.5. Zusammenfassung. Es Wurde bewiesen, dass es innerhalb von
w Wigungen moglich ist, aus 2-=2 Kugeln diejenige zu bestimmen, die
ein anderes Gewicht wie die ubrlgen aufweist. q.e.d.
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